



























-Universitas Negeri Jakarta, 5 November 2016- 
MEMBANGUN STANDAR PENDIDIKAN MATEMATIKA 
DI INDONESIA UNTUK MENINGKATKAN 
DAYA SAING GLOBAL 
ISSN: 2580-1104 
 
Seminar Nasional Matematika V - 2016 | i  
SAMBUTAN 
 Assalamu’alaikum Warahmatullaahi Wabarakaatuh. 
 
Bapak dan Ibu yang kami hormati, pertama-tama dan yang 
paling utama, marilah kita memanjatkan puji syukur kehadirat 
Allah SWT atas nikmat dan karunia-Nya sehingga kegiatan 
Seminar Nasional Matematika V ini dapat terselenggara 
dengan baik. Kami menyampaikan banyak terima kasih 
kepada Bapak dan Ibu yang telah berpartisipasi baik sebagai pemakalah, 
peserta seminar, maupun peserta workshop. 
 
Seminar Nasional Matematika V terselenggara atas kerjasama Program Studi 
Pendidikan Matematika, Matematika, dan Ilmu Komputer yang berada di 
bawah Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Alam Universitas Negeri 
Jakarta. Kegiatan seminar ini berlangsung satu hari, yakni Sabtu, 5 November 
2016, bertempat di Aula Latif dan Gedung Dewi Sartika di Kampus A 
Universitas Negeri Jakarta. Di sela-sela kegiatan seminar juga dilangsungkan 
kegiatan workshop Geogebra, suatu aplikasi interaktif untuk pembelajaran 
Matematika. Tema dari seminar ini adalah ‘Membangun Standar Pendidikan 
Matematika di Indonesia untuk Meneingkatkan Daya Saing Global’. 
 
Seminar Nasional Matematika V diharapkan dapat menjadi forum bagi para 
peneliti untuk mendesiminasikan hasil penelitiannya. Selain itu seminar ini 
dapat menjadi wadah bagi para pendidik atau individu yang peduli 
pendidikan untuk bertukar informasi dan berdiskusi dalam mengembangkan 
standar pendidikan dalam rangka meningkatkan daya saing bangsa di level 
global. Kegiatan seminar ini menghadirkan tiga pembicara kunci, yakni (1) 
Prof. Dr. Allan L. White dari University of Western, Sidney, pakar bidang 
Pendidikan Matematika, (2) Prof. Hendra Gunawan, Ph.D dari Institut 
Teknologi Bandung, pakar bidang Matematika, dan (3) Prof. Zainal A. 
Hasibuan, MLS, Ph.D dari Universitas Indonesia, pakar Ilmu Komputer. 
Seminar ini dapat terselenggara berkat dukungan dan kerjasama dari 
berbagai pihak. Pada kesempatan ini kami ingin mengucapkan terima kasih 
kepada: 
1. Rektor Universitas Negeri Jakarta atas dukungannya 
2. Ketua Program Studi terkait di FMIPA UNJ yang telah mendukung 
acara ini 
3. Seluruh panitia seminar yang telah bekerja keras, mencurahkan 
waktu, tenaga, dan pikiran 
4. PT. Sinarmas MSIG Life selaku sponsor tunggal  yang telah 
mendukung kegiatan seminar ini 
5. Berbagai pihak yang tidak dapat kami sebutkan satu-persatu yang 
telah mendukung terselenggaranya seminar ini. 
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Akhirnya kami mengucapkan selamat mengikuti kegiatan Seminar Nasional 
Matematika V UNJ Tahun 2016. Semoga kegiatan ini membawa manfaat tidak 
hanya bagi peserta, tetapi juga dapat meningkatkan kemajuan, kemakmuran 
dan kesejahteraan bangsa Indonesia, serta kemajuan ilmu pengetahun dan 
teknologi. 
 
Wassalamu’alaikum Warahmatullaahi Wabarakaatuh. 
 
Jakarta, 5 November 2016  
Dekan FMIPA UNJ 
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KATA PENGANTAR 
Assalamualaikum Wr. Wb. 
Bismillaahirrohmaanirrohiim.  
Segenap puji  syukur  saya  limpahkan  kehadirat  Allah SWT, 
serta sholawat dan salam saya haturkan kepada junjungan 
baginda Nabi Muhammad SAW, karena dengan izin dan 
kehendak-Nya maka pelaksanaan Seminar Nasional V Pendidikan 
Matematika, Matematika, Ilmu Komputer dan Aplikasinya (SEMNAS V 2016) 
dapat terlaksana seperti yang direncanakan.  
 
Tentu menjadi sebuah kebahagian dengan terwujudnya kegiatan seminar ini 
yang mengambil tema Membangun Standar Pendidikan Matematika Indonesia 
untuk Meningkatkan Daya Saing Global, untuk dijadikan sebuah wahana 
saling bertukar pikiran, berdiskusi dan saling membuka wawasan kita 
mengenai pentingnya mengetahui dan mewujudkan sebuah standar 
pendidikan, khususnya matematika, di Indonesia agar produk dari proses 
pendidikan yang dihasilkan dapat memenuhi standar kebutuhan terhadap 
layanan terhadap masyarakat dunia.  Sangatlah membanggakan bila lulusan 
sebuah jenjang pendidikan di level manapun di Indonesia dapat memenuhi 
harapan dan kebutuhan akan tantangan dunia kerja yang semakin lama 
semakin menuntut kecakapan yang paripurna baik ditingkat lokal maupun 
global. 
 
Kegiatan pada SEMNASMAT V 2016 ini selain memaparkan 3 makalah dari 
pembicara utama (keynote speakers) dari dalam dan luar negeri, juga akan 
memaparkan makalah-makalah pada seminar paralel dan juga pelaksanaan 
workshop untuk bisa disimak oleh para peserta.  Saya berharap semua 
kegiatan ini dapat memberikan masukan dan manfaat yang besar pagi para 
peserta seminar nasional kali ini. Sehingga hasilnya dapat menjadi wawasan 
yang berguna bagi pelaksanaan pendidikan di semua jenjang di Indonesia .  
Oleh sebab itu kiranya saya patut berterima kasih kepada para pembicara 
utama yang telah berkenan hadir dan menyampaikan tulisannya, serta para 
dosen, guru dan mahasiswa yang telah berpartisipasi menyampaikan 
gagasannya lewat tulisan. 
   
Akhir kata, Saya selaku Ketua Panitia SEMNAS V 2016 mengucapkan terima 
kasih yang sebesar-besarnya atas semua bantuan dan support dari INDO_MS, 
Universitas Negeri Jakarta, Dekanat dan tenaga administrasi FMIPA, dosen-
dosen di lingkungan Matematika, para mahasiswa, serta PT. Sinarmas MSIG 
Life selaku sponsor yang telah berpartisipasi mendukung terlaksananya 
kegiatan seminar nasional ini.  Salam untuk semua peserta, dan selamat ber -
seminar. 
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Wassalamualaikum Wr. Wb. 
 
Hormat Saya, 
Ketua SEMNASMAT V UNJ 2016  
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BRAIN RESEARCH AND MATHEMATICS EDUCATION 
FOR THE 21ST CENTURY 
 
 
In 1924, Hans Berger succeeded in recording the 
first human electroencephalogram (EEG). With 
developments in technology, there are now a variety of 
approaches for examining brain activity such as 
Magnetic resonance imaging (MRI), nuclear magnetic 
resonance imaging (NMRI), magnetic resonance 
tomography (MRT) and computed tomography (CT 
scans). This technology is giving the first glimpses of the 
vastness of our brain and brain research is being used to 
treat autism spectrum disorders, Alzheimer’s disease, 
Parkinson’s disease and other brain related conditions. Importantly, the 
implications of brain research for education are beginning to emerge. This 
paper will discuss some of these implications with special focus upon the 
importance of understanding in the mathematics teaching and learning 
process, and provide a scale to assess teaching strategies based on their 
outcomes. 
Key Words: school mathematics, insight, instrumental understanding, rote 
memorization, relational understanding, scaffolding. 
Introduction 
As teachers communicate a mathematical idea to students a 
representation is needed. This representation can take many forms and may 
involve spoken language, written symbols (numbers, algebra, etc.), pictures 
(photos, graphs, etc.), video, dynamic images or physical objects. For students 
to receive this representation they must think, and from a cognitive science 
viewpoint, this thinking produces an internal representation. Thus for all 
mathematics teachers a problem arises as to how can they assess the quality 
of this internal representation of the student.  
While the early Behavourists (see Skinner, 1953) rejected the idea of 
internal representations because they could not be observed. For other 
groups, such as Constructivists, there were various strategies used for 
making inferences about the quality of these internal representations (or 
constructions). Some of these strategies involved the students talking about 
their thinking. Thus students were brought to the board and asked to write 
their solution to a problem and to use a ‘think aloud’ strategy where they 
were expected to verbalise their thinking. A problem is that the students are 
often unable to articulate their thinking. None of these strategies have 
actually involved observing what happens in the brains of the students when 
they are thinking.  
 
Allan Leslie White 
University of Western 
Sydney, Australia. 
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We all have systems of concepts that we use in thinking, but 
we cannot consciously inspect our conceptual inventory. We 
all draw conclusions instantly in conversation, but we 
cannot consciously look at each inference and our own 
inference-drawing mechanisms while we are in the act of 
inferring on a massive scale second by second. We all speak 
in a language that has a grammar, but we do not consciously 
put sentences together word by word, checking consciously 
that we are following the grammatical rules of our language. 
To us, it seems easy: We just talk, and listen, and draw 
inferences without effort. But what goes on in our minds 
behind the scenes is enormously complex and largely 
unavailable to us (Lakoff & Nunez, 2000, p.27). 
The newly emerging field of brain research that offers new insights 
into the actual workings of the brain. In 1924, Hans Berger succeeded in 
recording the first human electroencephalogram (EEG). Since then, there 
have been significant developments in technology, and now there are a 
variety of approaches for examining brain activity such as Magnetic 
resonance imaging (MRI), nuclear magnetic resonance imaging (NMRI), 
magnetic resonance tomography (MRT) and computed tomography (CT 
scans). These and other technologies are giving researchers the first glimpses 
of the vastness of our inner space just as super telescopes are mapping outer 
space. Brain research has impacted upon medicine and is being used to treat 
autism spectrum disorders, Alzheimer’s disease, Parkinson’s disease and 
other brain related conditions. Importantly for this paper, the implications of 
brain research for mathematics education are beginning to emerge. Brain 
research provides a fresh perspective on the teaching and learning of 
mathematics. In the following sections I will attempt to briefly present a 
small sample of the findings that have relevance for mathematics education 
in the twenty-first century with a special focus upon school mathematics 
teaching and learning 
 
Learning and Understanding 
From a brain research viewpoint, the key concept has been termed 
‘brain plasticity’ or ‘neuroplasticity’, which refers to the ability of the brain to 
change. Research has shown that the brain can reorganise itself in 
remarkable ways as a result of a change in stimuli. Thus the process of 
learning begins when neurons form networks that fire together. The more an 
individual uses the networks the more developed they become until 
eventually they become automatic as a result of compression (discussed later 
in this paper). Conversely, through less use the networks decay and 
eventually become lost. It is essentially a process of rewiring the brain by 
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forming or strengthening new connections and allowing old connections to 
decay. Brain researchers have shown that: 
Children are not always stuck with mental abilities they are 
born with; that the damaged brain can often reorganise itself 
so that when one part fails, another can often substitute; … 
One of these scientists even showed that thinking, learning, 
and acting can turn our genes on and off, thus shaping our 
brain anatomy and our behaviour (Doidge, 2008, p. xv). 
The implications for mathematics education, and especially school 
mathematics are profound. It opposes the traditional beliefs that some 
children are born with the ability to do mathematics, others are not.  
… scientists now know that any brain differences present at 
birth are eclipsed by the learning experiences we have from 
birth onward (Boaler, 2016, p. 5). 
Brain research goes against commonly held beliefs, by claiming that 
children are not born knowing mathematics, instead they are born with the 
potential to learn mathematics. How this potential is nurtured, encouraged, 
and challenged is the responsibility of parents and teachers. If the child 
learns a concept deeply, then the synaptic activity creates lasting connections 
in the child’s brain, whereas surface learning quickly decays. How this decay 
occurs was outlined by Sousa (2008) who stated that scientists currently 
believe there are two types of temporary memory. Firstly, immediate 
memory is the place where the brain stores information brieﬂy until the 
learner decides what to do with it. Information remains here for about 30 
seconds after which it is lost from the memory as unimportant. Secondly, the 
working memory is the place where the brain stores information for a limited 
time of 10 to 20 minutes usually but sometimes longer as it is being 
processed. The transfer from immediate memory to working memory occurs 
when the learner makes a judgement that the information makes sense or is 
relevant. If the information either makes sense or is relevant then it is likely 
to be transferred to the working memory, and if it has both then it is almost 
certain to be transferred to the long-term memory.  
An area of importance to how students make this judgement of 
relevance is the area of attitudes and beliefs towards their intelligence and 
learning. Mathematics teachers are expected to teach the curriculum while 
inculcating positive attitudes towards mathematics and by engaging and 
motivating their students to work mathematically. Psychologist Barbara 
Dweck (2006) and her research team collected data over a number of years 
and concluded that everyone held a core belief about their learning and their 
brain. They made a distinction between what they labelled as a fixed mindset 
and a growth mindset. Someone with a fixed mindset believes that while they 
can learn things, they cannot change their intelligence level. Whereas 
someone with a growth mindset believes that the brain can be changed 
Seminar Nasional Matematika V - 2016 | K-4  
through hard work and the more a person struggles the smarter they 
become. There is an obvious connection here between growth mindset and 
brain plasticity. Professor Jo Boaler (2016) in her latest book provides a 
wealth of research evidence involving mathematics learning that supports 
Dweck’s work. 
It turns out that even believing you are smart - one of the 
fixed mindset messages - is damaging, as students with this 
fixed mindset are less willing to try more challenging work 
or subjects because they are afraid of slipping up and no 
longer being seen as smart. Students with a growth mindset 
take on hard work, and they view mistakes as a challenge 
and motivation to do more (Boaler, 2016, p. 7) 
Boaler and her team have developed a website (Youcubed), and 
produced many short videos (search for Jo Boaler on Youtube for a selection), 
and published considerable material on how to promote growth mindsets in 
the classroom.  
My aim for the rest of this paper is not to replicate or summarise 
Boaler’s material, as the reader can get access to it through the links I have 
mentioned. Instead I want to continue considering the implications of the 
Scale For Teaching For Understanding and current brain research for school 
mathematics teaching and learning. So in the following section I will briefly 
provide an overview of the scale for teaching for understanding before 
elaborating upon mathematical insight and concluding with the importance 
of challenge. 
 
A Scale For Teaching For Understanding 
A classroom teacher is faced with a vast array of teaching strategies 
from which to choose. Strategies for teaching mathematics that produce 
negative effects such as those arising from behaviourism, rote memorisation 
and skills based teaching strategies have been discussed elsewhere in some 
detail (White, 2011, 2013). These are a few of the many strategies regarded 
as ineffective or even harmful to the development of mathematical 
understanding. Why is understanding or meaning so important? Meaning 
determines the possibility that information will be learned and retained in 
the long term memory, the goal of all mathematics teaching and learning. As 
mentioned earlier, making sense or meaning is a crucial consideration of the 
learner in moving information to both the working and long term memory.  
Students may diligently follow the teacher’s instructions to 
memorize facts or perform a sequence of tasks repeatedly, 
and may even get the correct answers. But if they have not 
found meaning by the end of the learning episode, there is 
little likelihood of long-term storage (Sousa, 2008, p. 56). 
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It appears that making sense, meaning or understanding does not 
have a single end point but refers to a process of an increasing accumulation 
of input and connection. The foundation of this scale of understanding relies 
upon Skemp (1976, 1977, 1979, 1986, 1989, 1992) and his classification of 
mathematics understanding. Instrumental understanding he described as 
'rules without reasons' or ‘knowing how’ and for many students and 
sometimes their teachers the possession of such rules and the ability to use 
them with textbook and examination questions was regarded as a 
demonstration of their 'understanding'. Why a rule worked was not 
considered and there was little effort to help the students to construct 
meaning. This instrumental approach, according to Skemp (1976, 1986), is 
initially easier to understand with more immediate and apparent rewards, 
and students who become accustomed to this approach resist alternative 
teaching strategies. A predominant feature of this approach to teaching is 
repetitive drill and practice with little or no attempt to assist students 
construct meaning. 
In contrast relational understanding is concerned primarily with 
meaning and developing connected understanding or knowledge. Relational 
understanding is 'knowing both what to do and why.' Skemp (1976, 1977) 
discusses the development of schemas as evidence of the construction of 
relational understanding and this resonates very strongly with the structure 
of the connections within the brain and with the research literature on 
‘connected knowledge’. There is a relationship between relational 
understanding and long term retention. 
Attempts to direct mathematics teaching strategies towards each or 
either type of understanding has been a concern to educational researchers. 
In some cases, and the writer may have been guilty of this, by emphasising 
the importance of just relational understanding the result has been that 
instrumental understanding was seen in a bad light or as a dirty word. Sfard 
(2000) was not convinced of this and decided to investigate, 
I decided there is a room to reconsider the idea of 
instrumental understanding and to ask ourselves whether 
our tendency to view it as a rather undesirable phenomenon 
is fully justified (p. 94). 
She commented that it appeared that everyone tended to learn 
mathematics initially at an instrumental level accompanied with drill and 
doubts, where “even professional mathematicians cannot escape this fate” 
(Sfard, 1991, p. 32). This resonated with Skemp’s (1976) earlier comments 
that “even relational mathematicians often use instrumental thinking”, and it 
“is a point of much theoretical interest” (p. 8). Brain research has helped to 
understand the interplay of the instrumental and relational aspects of 
understanding by pointing to what is often termed compression which is also 
sometimes confused with rote.  
Seminar Nasional Matematika V - 2016 | K-6  
Mathematics is amazingly compressible:-you may struggle a 
long time, step by step, to work through the same process or 
idea from several approaches. But once you really 
understand it and have the mental perspective to see it as a 
whole, there is often a tremendous mental compression. You 
can file it away, recall it quickly and completely when you 
need it, and use it as just one step in some other mental 
process. (Thurston, 1990, p. 847). 
So it was necessary to construct a scale that would illustrate the 
interplay of these forms of understanding in the quest for teaching strategies 
that produced students who would develop sufficient meaning to develop 
this compression and hopefully insight. 
 
 
0            1           2            3       4           5       6          7         8             9           
10 
Figure 1. Teaching For Understanding 
 
The scale of teaching for understanding was constructed as a 
continuum (see Figure 1) based on the assumptions that all teaching 
strategies can be classified according to their aims and outcomes using 
Skemp’s types of understanding, and that the struggle to assist learners to 
understand is the struggle to make sense or meaning (White, 2013, 2014). 
The left end of the scale (score 0) is the most extreme end of 
instrumental teaching strategies which is rote memorization, where there is 
no attempt to assist students to understand or connect what they are 
memorizing with what they already know. Small children memorise the 
alphabet by rote. It is much later they learn how to use this alphabet to make 
meaning. The term ‘rote’ is the source of considerable ‘heat’ and conflicting 
meanings. I do not use the tern rote learning as it is just memorisation, there 
is no real learning. 
Memorization can be achieved through rote chanting or repeating a 
phrase or formula or through a process that connects with prior knowledge. 
Some early childhood centres use a rote count strategy regularly throughout 
a day with variations of quickly/slowly; loudly/softly; steadily or in a 
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stop/start fashion, and in isolation or with accompanying body movements. 
So some material is able to be memorised using a rote strategy that is 
unconnected to meaning. Later it would be used to build connected 
understanding and it is the connected knowledge that remains longer and is 
ultimately of more use. 
Sousa (2008) contrasts two kinds of practice as rote and elaborative 
rehearsal regarding their effects on the brain. Rote rehearsal is a process of 
learning information in a ﬁxed way without meaning and is easily forgotten. 
Elaborative rehearsal encourages learners to form links between new and 
prior learning, to detect patterns and relationships and construct meaning. 
The construction of meaning involves the building of cognitive schemas that 
will assist long term memory. Elaborative rehearsal leads to meaningful, 
long-term learning. Of course there are a range of elaborative rehearsal 
teaching strategies that differ in success.  
There are some mathematics teaching strategies that could be 
classified as score of one on this scale as they are predominantly 
instrumental in their student learning outcomes. Cobb and Jackson (2011) 
found that many teachers ‘proceduralise’ problems when they launch them 
thus removing the problem solving objective and converting the problems to 
exercises in applying a procedure and this resonates with students attaining 
instrumental understanding. Brousseau (1984) in his work on didactical 
contracts identified an approach where the teacher reduced a student’s role 
by 'emptying' the task of much of its cognitive challenge. This should not be 
confused with the practice of ‘scaffolding’ which seeks to assist the student to 
meet the challenge not reduce it. This issue has serious implications for 
differentiated learning as what is scaffolding for one student may act as 
cognitive emptying for another. This issue will be discussed further in the last 
section of this paper. 
As the scale indicates with scores of 1 to 9, for the majority of teaching 
strategies, teaching for understanding involves a combination of 
instrumental, relational and memory strategies and elaborative rehearsal 
that are all important in the process of building more sophisticated concepts 
that are meaningful to the learner. When we consider the time allocated to 
practice or rehearse then there is another distinction made in the literature 
between massed practice and distributed practice (Sousa, 2008). Cramming, 
which usually occurs in a brief intense time period just before an 
examination, is an example of massed practice where material is crammed 
into the working memory, but is quickly forgotten without further sustained 
practice. There is no sense making and so it never makes it into the long term 
memory. Distributed practice on the other hand is sustained practice over 
time, building understanding and resulting in long-term storage. Distributive 
practice resonates very strongly with the East Asian Repetitive Learning 
which is continuous practice with increasing variation as a route to 
understanding (Leung, 2014), and this is often misunderstood as a form of 
rote. Leung (2014) sought to clear up this misconception by making a clear 
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distinction between memorization and rote which is a strategy for 
memorization. 
Memorization may have a negative connotation for some 
Western educators, who see it as a sign of rote learning. But 
for East Asians, practice and memorization do not 
necessarily imply rote learning or rule out creativity. As 
Marton (1997) observed, in East Asia, "repetitive learning " 
is "continuous practice with increasing variation," and 
practice and repetition are considered a “route to 
understanding" (Hess and Azuma 1991). Biggs (1996, p. 55) 
pointed out that "The Chinese believe in skill development 
first, which typically involves repetitive, as opposed to rote 
learning after which there is something to be creative with. 
In East Asia, practice and memorization are considered 
legitimate (and probably effective) means for understanding 
and learning, and equating memorization without full 
understanding to rote learning may be too simplistic a view. 
(Leung, 2014, p. 600). 
In Leung’ statement, it is possible to identify a process called 
repetitive learning that may begin with the development of instrumental 
learning but gradually build relational understanding by increasing the 
degree of variation and thus it seeks to build understanding through 
increasing the complexity and the connections with prior knowledge. So in 
terms of the model there is a movement from a score 1 to a score 9. 
The right endpoint of the scale of teaching for understanding has a 
score of 10 and refers to the development of insight as a student learning 
outcome. The definition of insight according to a famous philosopher: 
By insight, then, is meant not any act of attention or 
advertence or memory but the supervening act of 
understanding (Lonergan, in Crowe & Doran, 1957, p. ix) 
For others it is the result of longitudinal constructed meaning that 
leads to compression and possibly the generation of insight.  
Mathematics is amazingly compressible … The insight that 
goes with this compression is one of the real joys of 
mathematics (Thurston, 1990, p. 847). 
Insight was apparently derived from a Dutch word for ‘seeing inside’ 
and is loosely defined as the process within the mind of a learner who when 
exposed to new information enables the learner to grasp the core or essential 
features of a known problem or phenomena. An insight seems to result in a 
connective process within the brain or a quick restructuring that produces 
new understanding that is a compression of the connected information. Thus 
encouraging student insight is a goal in the process of teaching for 
mathematics understanding.  
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Researchers draw strong connections between insight, creativity and 
exceptional abilities, with any significant and exceptional intellectual 
accomplishment almost always involving intellectual insights (Sternberg, 
1985). Insights can occur as a result of the conscious and unconscious mind. 
The unconscious mind can continue to operate when the conscious mind is 
otherwise distracted, hence the large number of cases of mathematics 
students claiming to have gone to bed with an unsolved mathematics 
problem only to wake the next morning with an insight into the solution.  
Perhaps the most fundamental, and initially the most 
startling, result in cognitive science is that most of our 
thought is unconscious that is, fundamentally inaccessible to 
our direct, conscious introspection. Most everyday thinking 
occurs too fast and at too low a level in the mind to be thus 
accessible. Most cognition happens backstage. That includes 
mathematical cognition (Lakoff & Nunez, 2000, p.27). 
An insight is not an end in itself but can contribute to further 
understanding and further insight. It is the accumulation of insights that 
leads to the desired compression of mathematical understanding. This 
compression provides the mathematical tools to efficiently tackle more 
sophisticated and complicated mathematical problems. 
In the brief discussion above, the importance of student construction 
of sense or meaning has been presented in the light of the emerging brain 
research. I would like to conclude this brief paper with a discussion of the 
implications of this discussion above upon a part of a mathematics lesson 
that is often ignored or left unplanned, and that is the lesson closure. The end 
of the mathematics lesson. 
 
The Importance Of Challenge And Struggle 
In the current craze of making mathematics learning joyful and fun, 
brain research has shown that we should not remove struggle and challenge. 
The brain improves through concentration and challenge. Research shows 
that when students struggle and make mistakes, synapses fire and the brain 
grows (Boaler, 2015). This also has implications for what is known as 
instructional scaffolding. Scaffolding should be a learning process designed to 
promote a deeper level of learning. Scaffolding first introduced in the late 
1950s by Jerome Bruner should be the support given during the learning 
process which is tailored to the needs of the student with the intention of 
helping the student achieve certain learning goals. Scaffolding should help 
the student face and overcome challenges through struggle, not by removing 
the challenge and the struggle of learning from mistakes. Brain research has 
revealed the importance of mistakes,  
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Educators have long known that students who experience 
'cognitive conflict' learn deeply and that struggling with a 
new idea or concept is very productive for learning (Piaget, 
1970). But recent research on the brain has produced what I 
believe to be a stunning new result. Moser and colleagues 
(2007) showed that when students make mistakes in 
mathematics, brain activity happens that does not happen 
when students get work correct. For people with a growth 
mindset the act of making a mistake results in particularly 
significant brain growth. (Boaler, 2014, p.17) 
The amount of scaffolding given by the teacher varies with each 
individual student, and should avoid cognitive emptying where a teacher 
provides so much scaffolding that it empties a task of its cognitive challenge 
and the student answers just a series of relatively simple questions 
(Brousseau, 1984).   
Conclusion 
This paper has sought to discuss some of the findings that brain 
research is providing to the teaching and learning of mathematics. It seeks to 
motivate mathematics teachers to rethink their strategies so that they 
encourage students to accept challenge, to build their mathematical 
understanding, to develop links and connections within their knowledge, to 
develop positive attitudes towards their mathematical learning and 
knowledge. The paper also briefly highlights the complexity faced by current 
mathematics teachers who are expected to remain at the forefront of change 
and deal with the consequences of this change. It is why I regards all 
enthusiastic mathematics teachers as super heroes and foundation workers 
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KONSEP SUDUT ANTARA DUA SUBRUANG  DAN POTENSI APLIKASINYA 
Pendahuluan 
Dalam makalah ini, konsep sudut antara dua subruang di 
suatu ruang vektor akan diulas. Persisnya, diberikan dua 
himpunan vektor {𝑢1,… , 𝑢𝑝} dan {𝑣1, … , 𝑣𝑞} di suatu ruang 
hasil kali dalam berdimensi 𝑛, dengan 1 ≤ 𝑝 ≤ 𝑞 ≤ 𝑛, akan 
dibahas bagaimana caranya menentukan besar sudut antara 
subruang 𝑈 yang direntang oleh {𝑢1, … , 𝑢𝑝} dan subruang 𝑉 
yang direntang oleh {𝑣1, … , 𝑣𝑞}. 
Dalam statistika, persoalan menghitung sudut antara dua 
subruang terkait erat dengan persoalan menghitung ukuran ketergantungan 
suatu himpunan peubah acak pada himpunan peubah acak lainnya [1]. 
Penelitian tentang sudut antara dua subruang telah dilakukan oleh banyak 
peneliti, misalnya [8,16,24,26]. Pada tahun 2001, I. Risteski dan K. Trenc evski 
mengumumkan rumus sudut antara dua subruang di ruang hasil kali dalam, 
dan membahas kaitannya dengan sudut kanonik [25]. Pada tahun 2005, H. 
Gunawan dkk menemukan kesalahan serius pada rumus tersebut dan 
memperbaikinya [12], dengan menggunakan konsep ruang norm-𝑝 dan 
ruang hasil kali dalam-𝑝 yang telah dipelajarinya sejak tahun 2000 [10,11], 
sebagaimana diungkapkan dalam makalah ini. 
Rumus sudut antara dua subruang diperlukan oleh para peneliti dalam 
berbagai bidang, tidak hanya digunakan dalam matematika dan statistika 
tetapi juga dalam beberapa bidang lainnya, antara lain biokimia, fisika, 
grafika komputer, dan teknik elektro (khususnya vehicular technology). 
Regresi Linear; Sudut antar Garis dan Subruang 
Salah satu persoalan mendasar dalam statistika adalah persoalan regresi 
linear. Diberikan 𝑛 titik data, (𝑥1, 𝑦1), (𝑥2,𝑦2), … , (𝑥𝑛,𝑦𝑛), ingin dicari suatu 
persamaan 𝑦 = 𝑎𝑥 + 𝑏 yang menghampiri data tersebut. Persamaan 𝑦 =
𝑎𝑥 + 𝑏 merupakan persamaan suatu garis lurus. Bila hanya terdapat dua titik 
(data), kita dapat memperoleh persamaan garis lurus yang melalui dua titik 
tersebut dengan mudah. Tetapi, dalam persoalan di atas, banyaknya data 
justru berlebih. Secara umum, sangat kecil kemungkinannya ditemukan suatu 
garis lurus yang melalui 𝑛 titik sembarang, bila 𝑛 > 2. Kita menyadari hal 
tersebut. Karena itu yang ingin dicari hanyalah persamaan garis lurus yang 
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Gambar 1. Regresi Linear 
Persoalan regresi linear ini lazimnya diselesaikan dengan metode kuadrat 
terkecil, sebagai berikut. Galat penghampiran pada tiap titik adalah 𝜖𝑖 ∶= 𝑦𝑖 −
(𝑎𝑥𝑖 +𝑏), 𝑖 = 1, … , 𝑛. Bila kita kuadratkan masing-masing galat ini dan 




𝑦𝑖 − (𝑎𝑥𝑖 + 𝑏)]
2. 
Nilai 𝜖 dalam hal ini tergantung pada nilai koefisien 𝑎 dan 𝑏. Tugas kita 
sekarang adalah menentukan koefisien 𝑎 dan 𝑏 sedemikian sehingga 𝜖 




𝑖=1 𝑦𝑖 −∑ 𝑥𝑖
𝑛
















𝑖=1 − ∑ 𝑥𝑖
𝑛










Dengan koefisien 𝑎 dan 𝑏 ini, persamaan 𝑦 = 𝑎𝑥 + 𝑏 merupakan hampiran 
linear terbaik untuk data yang diberikan. 
Persoalan mencari hampiran linear terbaik dapat pula ditinjau dengan 
menggunakan pendekatan aljabar dan geometri, sebagai berikut. Kita ingin 
menemukan koefisien 𝑎 dan 𝑏 sedemikian sehingga 
𝑦𝑖 ≈ 𝑎𝑥𝑖 + 𝑏𝑖 ,  𝑖 = 1, … , 𝑛. 
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Sekarang tinjau vektor-vektor 𝒚 ∶= (𝑦1, … , 𝑦𝑛), 𝒙 ∶= (𝑥1,… , 𝑥𝑛), dan 𝒆 ∶=
(1,… ,1). Andai saja y berada dalam subruang yang direntang oleh x dan e, 
maka 𝒚 = 𝑎𝒙 + 𝑏𝒆 untuk suatu konstanta (skalar) 𝑎 dan 𝑏 tertentu, dan 
persoalan pun selesai. Tetapi, sebagai vektor dengan 𝑛 entri, sangat kecil 
kemungkinan y berada dalam suatu subruang berdimensi dua, yang 
direntang oleh x dan e. Hal yang mungkin dilakukan adalah mencari vektor 
𝒚 = 𝑎𝒙 + 𝑏𝒆 dalam subruang yang direntang oleh x dan e yang merupakan 
hampiran terbaik untuk y. Dalam hal ini, 𝒚 harus dipilih sedemikian sehingga 
∥ 𝒚 − 𝒚 ∥ minimum. (Di sini, ∥ 𝒗 ∥ menyatakan besar atau panjang vektor v di 
ruang berdimensi 𝑛.) Secara geometri, vektor 𝒚 yang dicari adalah vektor 
proyeksi dari y terhadap bidang yang direntang oleh x dan e. 
 
Gambar 2. Hampiran Linear Terbaik 
Nilai koefisien 𝑎 dan 𝑏 dapat dicari dengan menggunakan sifat vektor 
komplemen ortogonal dari 𝒚, yaitu vektor 𝒚⊥ = 𝒚 − 𝒚. Vektor ini tidak hanya 
tegak lurus terhadap y, tetapi juga tegak lurus terhadap bidang yang 
direntang oleh x dan e. Khususnya, 𝒚⊥ ⊥ 𝒙 dan 𝒚⊥ ⊥ 𝒆. Kedua persyaratan ini 
akan memberikan nilai 𝑎 dan 𝑏 yang kita kehendaki. Nilai 𝑎 dan 𝑏 tentu saja 
sama dengan yang diperoleh sebelumnya dengan pendekatan kalkulus. 
Namun, dengan pendekatan geometri, kita mempunyai informasi tambahan 
terkait dengan sudut antara vektor y dan vektor 𝒚 yang merupakan hampiran 
linear terbaiknya. Persisnya, vektor 𝒚 (dan kelipatannya) merupakan vektor 
pada bidang yang direntang oleh x dan e yang membentuk sudut terkecil 
dengan vektor y. Sudut terkecil tersebut tak lain merupakan sudut antara 
garis yang direntang oleh y dan bidang yang direntang oleh x dan e. 
Masih terkait dengan data (𝑥𝑖 ,𝑦𝑖), 𝑖 = 1,… , 𝑛, dalam statistika kita mengenal 
koefisien korelasi yang menyatakan seberapa besar ketergantungan 𝒚 =
Seminar Nasional Matematika V - 2016 | K-16  
(𝑦1, … , 𝑦𝑛) pada 𝒙 = (𝑥1,… , 𝑥𝑛). Nilai koefisien korelasi tersebut diberikan 




𝑖=1 𝑦𝑖 −∑ 𝑥𝑖
𝑛





𝑖=1 − (∑ 𝑥𝑖
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Dengan menggunakan notasi vektor, rumus di atas dapat dinyatakan sebagai  
𝑟 ∶=
〈𝒙 − ?̄?, 𝒚 − ?̄?〉







𝑖=1  menyatakan nilai rata-rata dari 𝑥𝑖 , 𝑖 = 1, … , 𝑛, dan 
〈𝒙, 𝒚〉 ∶= ∑ 𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1 𝑦𝑖  menyatakan hasil kali dalam dari x dan y [3]. Koefisien 
korelasi antara x dan y dalam hal ini sama dengan nilai cosinus sudut antara 
vektor 𝒙 − ?̄? dan vektor 𝒚 − ?̄?. 
Rumus Risteski dan Tren?̌?evski 
Misalkan kita mempunyai dua himpunan vektor {𝑢1,… , 𝑢𝑝} dan {𝑣1, … , 𝑣𝑞} di 
suatu ruang hasil kali dalam 𝑋 berdimensi 𝑛, dengan 1 ≤ 𝑝 ≤ 𝑞 ≤ 𝑛. (Mulai 
sekarang, vektor tidak lagi dituliskan dengan huruf tebal; sebagai contoh 𝑢𝑖 
adalah vektor di ruang berdimensi 𝑛, yakni 𝑢𝑖 = (𝑢𝑖1, … , 𝑢𝑖𝑛), 𝑖 = 1, … , 𝑝.) 
Bagaimanakah caranya menentukan sudut antara subruang 𝑈 yang direntang 
oleh {𝑢1,… , 𝑢𝑝} dan subruang 𝑉 yang direntang oleh {𝑣1, … , 𝑣𝑞}?  
Persoalan ini dapat dipandang sebagai persoalan menentukan seberapa 
mirip himpunan ‘data’ {𝑢1,… , 𝑢𝑝} dengan himpunan data {𝑣1, … , 𝑣𝑞} (bila 𝑝 =
𝑞), atau menghitung seberapa baik kita dapat menghampiri himpunan data 
{𝑢1,… , 𝑢𝑝} dengan suatu himpunan 𝑝 anggota subruang yang direntang oleh 
{𝑣1 , … , 𝑣𝑞 } (bila 𝑝 ≤ 𝑞). Dalam statistika, besar sudut antara dua subruang 
merupakan ukuran ketergantungan himpunan peubah acak pertama pada 
himpunan peubah acak kedua [1].  
Sebagai gambaran, misalkan ada dua keluarga, sebutlah Keluarga Pak Urip 
dan Keluarga Pak Vicky, yang sama-sama memiliki dua anak, dan kita ingin 
membandingkan aktivitas kedua anak di Keluarga Pak Urip dengan aktivitas 
kedua anak di Keluarga Pak Vicky, katakanlah dalam membaca, bermusik, 
berenang, dan bersepeda. Masing-masing anak memberi skor 1, 2, 3, atau 4 
pada keempat aktivitas tersebut, dengan skor 1 berarti jarang melakukan 
aktivitas tersebut dan skor 4 berarti sering melakukan aktivitas tersebut. 
Misalkan datanya adalah sebagai berikut:  
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Tabel 1. Data Aktivitas Anak 
 
Dalam hal ini, kita mempunyai dua himpunan vektor, yaitu 𝑈 ∶=
{(4,3,2,1), (3,4,2,1)} dan 𝑉 ∶= {(4,3,1,2),(2,4,2,2)}. Bila kita dapat 
menghitung sudut antara subruang yang direntang oleh himpunan vektor 𝑈 
dan subruang yang direntang oleh himpunan vektor 𝑉 , maka kita mempunyai 
suatu ukuran kemiripan aktivitas kedua anak di Keluarga 𝑈 dengan aktivitas 
kedua anak di Keluarga 𝑉 . (Nanti setelah kita mempunyai rumus sudut 
antara dua subruang, kita akan melihat kembali contoh ini.)  
Pada tahun 2001, Risteski dan Trenčevski [25] mendefinisikan sudut 𝜃 
antara subruang 𝑈 = span{𝑢1,… , 𝑢𝑝} dan 𝑉 = span{𝑣1, … , 𝑣𝑞} dengan rumus  
 cos2𝜃 ∶=
𝑑𝑒𝑡 (𝑀𝑀𝑇)
𝑑𝑒𝑡 [ 〈𝑢𝑖 ,𝑢𝑗〉] ⋅ 𝑑𝑒𝑡 [ 〈𝑣𝑘 ,𝑣𝑙〉]
, (3.1) 
dengan 𝑀 ∶= [〈𝑢𝑖 ,𝑣𝑘〉] adalah matriks berukuran 𝑝×𝑞  dan 𝑀
T menyatakan 
matriks transposnya, [〈𝑢𝑖 ,𝑢𝑗〉] adalah matriks berukuran 𝑝×𝑝, dan [〈𝑣𝑘 ,𝑣𝑙〉] 
adalah matriks berukuran 𝑞×𝑞 . Rumus tersebut mereka peroleh dengan 
terlebih dahulu membuktikan ketaksamaan berikut: 
 det (𝑀𝑀T) ≤ det [ 〈𝑢𝑖 ,𝑢𝑗〉] ⋅ det [ 〈𝑣𝑘 ,𝑣𝑙〉]. (3.2) 
Untuk 𝑝 = 𝑞 = 1, ketaksamaan di atas tak lain adalah ketaksamaan Cauchy-
Schwarz, yang berbunyi  
〈𝑢, 𝑣〉2 ≤ ∥ 𝑢 ∥2∥ 𝑣 ∥2. 
Jadi ketaksamaan di atas merupakan perumuman dari ketaksamaan Cauchy-
Schwarz, yang menjamin bahwa nilai 
𝑑𝑒𝑡 (𝑀𝑀𝑇)
𝑑𝑒𝑡 [〈𝑢𝑖,𝑢𝑗〉]⋅𝑑𝑒𝑡  [〈𝑣𝑘 ,𝑣𝑙〉]
 berada pada 
interval [0,1]. Ini penting karena nilai cos2𝜃 harus berada pada interval 
tersebut.  
Sekilas tidak ada yang mencurigakan dengan rumus (3.1) dan (3.2). Namun, 
ketika mempelajari bagaimana mereka membuktikan ketaksamaan (3.2), 
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teramati suatu argumen yang rapuh. Mereka menyatakan bahwa 
ketaksamaan tersebut ‘invarian’ atau tidak berubah terhadap operasi baris 
elementer, kemudian mengasumsikan bahwa {𝑢1,… , 𝑢𝑝} dan {𝑣1, … , 𝑣𝑞} 
ortonormal. Padahal, pada kenyataannya, ketaksamaan tersebut hanya 
invarian terhadap operasi baris elementer pada {𝑢1,… , 𝑢𝑝}, tidak pada 
{𝑣1 , … , 𝑣𝑞 }, kecuali dalam kasus 𝑝 = 𝑞. Singkat kata, ketaksamaan (3.2) hanya 
berlaku dalam kasus (a) 𝑝 = 𝑞 atau (b) {𝑣1 , … , 𝑣𝑞 } ortonormal. (Dalam kasus 
𝑝 = 𝑞, ketaksamaan (3.2) telah dibuktikan oleh S. Kurepa pada tahun 1966 
[17].) Akibatnya, rumus (3.1) hanya berlaku pula dalam kedua kasus di atas. 
Di luar kedua kasus tersebut, bentuk hasil bagi di ruas kanan (3.1) dapat 
bernilai lebih besar daripada 1, yang tentunya tidak dapat menjadi nilai 
cos2𝜃.  
Untuk melihat bahwa ketaksamaan (3.2) salah secara umum, ambillah 
sebagai contoh 𝑋 = ℝ3 , yang dilengkapi dengan hasil kali dalam biasa, 𝑈 ∶=
















). Menurut (3.2), kita seharus-nya mempunyai  
〈𝑢, 𝑣1〉
2 + 〈𝑢, 𝑣2〉
2 ≤ ∥ 𝑢 ∥2∥ 𝑣1 , 𝑣2 ∥
2 , 
dengan ∥ 𝑣1, 𝑣2 ∥ = det [ 〈𝑣𝑘 , 𝑣𝑙〉]. Tetapi ruas kiri ketaksamaan ini sama 
dengan  
〈𝑢, 𝑣1〉











sementara ruas kanannya sama dengan  







Contoh sederhana ini memperlihatkan bahwa ketaksamaan (3.2) salah 
sekalipun dalam kasus {𝑢1,… , 𝑢𝑝} ortonormal dan {𝑣1, … , 𝑣𝑞} ortogonal (yang 
tidak terlalu jauh dari kondisi ortonormal).  
Mengetahui adanya kesalahan pada rumus Risteski dan Tren čevski, 
penelitian ulang tentang sudut antara dua subruang dilakukan dengan 
menggunakan konsep norm-𝑝 dan hasil kali dalam-𝑝 yang telah dikenal 
dengan baik sebelumnya. Sebagai hasil dari penelitian tersebut, diperoleh 
rumus sudut antara dua subruang yang merupakan revisi dari rumus (3.1). 
Selain itu diperoleh pula perumuman ketaksamaan Cauchy-Schwarz yang 
merupakan revisi dari ketaksamaan (3.2). Berbeda dengan pendekatan 
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Risteski dan Trenčevski, ketaksamaan Cauchy-Schwarz diperoleh sebagai 
akibat dari rumus sudut antara dua subruang terkait, bukan sebaliknya [12]. 
 Rumus Sudut Antara Dua Subruang - Bagian I 
Misalkan 𝑋 adalah ruang vektor yang dilengkapi dengan hasil kali dalam 
〈 ∙ , ∙ 〉, yang akan menjadi ruang semesta pembahasan kita selanjutnya. 
Diberikan dua subruang dari 𝑋, sebutlah 𝑈 dan 𝑉 , dengan dimensi 𝑝 dan 𝑞 
berturut-turut, 1 ≤ 𝑝 ≤ 𝑞 ≤ dim(𝑋). Sebelum kita sampai pada rumus sudut 
antara 𝑈 dan 𝑉 secara umum, marilah kita tinjau terlebih dahulu dua kasus 
khusus, yaitu  
(a) dim(𝑈) = 1, dim(𝑉) = 𝑞 sembarang;  
(b) dim(𝑈) = dim(𝑉) = 𝑝 ≥ 2, dim(𝑈 ∩ 𝑉) = 𝑝 − 1 .  




∥ 𝑢 ∥2∥ 𝑢𝑉 ∥
2
 (4.1) 
dengan 𝑢𝑉 menyatakan vektor proyeksi (ortogonal) dari 𝑢 pada 𝑉 , dan ∥ ⋅ ∥ ∶=
 〈 ∙ , ∙ 〉1/2 menyatakan norm pada 𝑋 (yakni, ∥ 𝑣 ∥ menyatakan panjang vektor 
𝑣). (Ada dua nilai 𝜃 yang memenuhi persamaan di atas, tetapi kita akan 




Dalam kasus (b), misalkan 𝑈 = span{𝑢, 𝑤2 , … ,𝑤𝑝} dan 𝑉 =
span{𝑣, 𝑤2, … , 𝑤𝑝}, dengan 𝑝 ≥ 2. Misalkan 𝑊 ∶= 𝑈 ∩𝑉 = span{𝑤2, … , 𝑤𝑝}. 










⊥  dan 𝑣𝑊
⊥  menyatakan vektor komplemen ortogonal dari 𝑢 dan 𝑣, 
berturut-turut, pada 𝑊 (lihat ilustrasi di bawah ini). 
 
Gambar 3. Sudut Antara Dua Subruang yang Beririsan 
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Perhatikan bahwa ada kesamaan di antara kedua kasus di atas. Dalam kasus 
(a), kita dapat menuliskan 𝑢 = 𝑢𝑉 +𝑢𝑉
⊥ dengan 𝑢𝑉
⊥  adalah vektor komplemen 






yang memperlihatkan bahwa nilai cos 𝜃 sama dengan rasio antara panjang 
vektor proyeksi 𝑢 pada 𝑉 dan panjang vektor 𝑢. Serupa dengan itu, dalam 
kasus (b), kita juga dapat memeriksa bahwa nilai cos 𝜃 sama dengan rasio 
antara volume paralelpipedium berdimensi 𝑝 yang direntang oleh vektor-
vektor proyeksi 𝑢, 𝑤2, … , 𝑤𝑝 pada 𝑉 dan volume paralelpipedium berdimensi 
𝑝 yang direntang oleh vektor-vektor 𝑢, 𝑤2 , … , 𝑤𝑝 . (Untuk 𝑝 = 2, 
paralelpipedium berdimensi 2 adalah jajar genjang.)  
Berdasarkan pengamatan di atas, kita dapat mendefinisikan sudut antara 
subruang 𝑈:= span{𝑢1,… , 𝑢𝑝} dan subruang 𝑉:= span{𝑣1, … , 𝑣𝑞}, dengan 
𝑝 ≤ 𝑞 sedemikian sehingga nilai cosinus-nya sama dengan rasio antara 
volume paralelpipedium berdimensi 𝑝 yang direntang oleh vektor-vektor 
proyeksi 𝑢1,… , 𝑢𝑝 pada 𝑉 dan paralelpipedium berdimensi 𝑝 yang direntang 
oleh vektor-vektor 𝑢1,… , 𝑢𝑝. Menggunakan notasi norm-𝑝 biasa, volume 
paralelpipedium berdimensi 𝑝 yang direntang oleh vektor-vektor 𝑢1, … , 𝑢𝑝  
dituliskan sebagai ∥ 𝑢1,… , 𝑢𝑝 ∥. Sudut 𝜃 antara subruang 𝑈 = span{𝑢1,… , 𝑢𝑝} 
dan subruang 𝑉 = span{𝑣1, … , 𝑣𝑞 } dari 𝑋 (dengan 𝑝 ≤ 𝑞) dalam hal ini 
diberikan oleh rumus  
 cos2𝜃 ∶=
∥ proj𝑉𝑢1, … , proj𝑉𝑢𝑝 ∥
2
∥ 𝑢1, … , 𝑢𝑝 ∥
2
, (4.3) 
dengan proj𝑉𝑢𝑖 menyatakan vektor proyeksi dari 𝑢𝑖 pada 𝑉 . Jelas bahwa 
rasio ini merupakan suatu bilangan di interval [0,1]. Lebih jauh, kita dapat 
membuktikan bahwa nilai rasio tersebut invarian atau tidak berubah 
terhadap perubahan basis untuk 𝑈 dan 𝑉 , sehingga kita mempunyai definisi 
yang ajek untuk sudut antara dua subruang. 
Proposisi. Rasio di ruas kanan (4.3) merupakan suatu bilangan di interval 
[0,1] dan tidak tergantung pada pemilihan basis untuk 𝑈 dan 𝑉 .  
Bukti. Pertama catat bahwa vektor proyeksi dari 𝑢𝑖 pada 𝑉 tidak tergantung 
pada pemilihan basis untuk 𝑉 . Selanjutnya, karena operator proyeksi 
merupakan transformasi linear, rasio di ruas kanan (4.3) invarian terhadap 
perubahan basis untuk 𝑈. Persisnya, nilai rasio tersebut tidak berubah 
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apabila kita (a) menukar 𝑢𝑖 dan 𝑢𝑗, (b) mengganti 𝑢𝑖 dengan 𝑢𝑖+ 𝛼𝑢𝑗, atau (c) 
mengganti 𝑢𝑖 dengan 𝛼𝑢𝑖 untuk suatu 𝛼 ≠ 0 .  
Kedua, dengan mengasumsikan bahwa himpunan {𝑢1, … , 𝑢𝑝} ortonormal, kita 
mempunyai ∥ 𝑢1,… , 𝑢𝑝 ∥ = 1 dan ∥ proj𝑉𝑢1,… , proj𝑉𝑢𝑝 ∥ ≤ 1 sebab ∥
proj𝑉𝑢𝑖 ∥ ≤ ∥ 𝑢𝑖 ∥= 1 untuk setiap 𝑖 = 1,… , 𝑝. (Volume paralelpipedium yang 
panjang rusuk-rusuknya lebih kecil daripada atau sama dengan 1 pasti lebih 
kecil daripada atau sama dengan 1.) Jadi, nilai rasio tersebut merupakan 
suatu bilangan di interval [0,1].  
Rumus Sudut Antara Dua Subruang - Bagian II 
Untuk mendalami rumus sudut antara dua subruang lebih lanjut, kita perlu 
berkenalan lebih akrab dengan konsep ruang hasil kali dalam-𝑝 dan ruang 
norm-𝑝 [10,11]. Misalkan 𝑋 adalah ruang vektor yang dilengkapi dengan 
hasil kali dalam 〈 ⋅ , ∙ 〉. Fungsi atau pemetaan ⟨ ⋅ , ⋅ | ⋅ ,… , ⋅ ⟩ pada 𝑋𝑝+1  yang 
dinyatakan dengan rumus  
 
⟨𝑥0,𝑥1|𝑥2,… , 𝑥𝑝⟩ ∶= ||
〈𝑥0,𝑥1〉 〈𝑥0, 𝑥2〉 … 〈𝑥0,𝑥𝑝〉
〈𝑥2,𝑥1〉 〈𝑥2, 𝑥2〉 … 〈𝑥2,𝑥𝑝〉
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
〈𝑥𝑝 ,𝑥1〉 〈𝑥𝑝 ,𝑥2〉 … 〈𝑥𝑝 ,𝑥𝑝〉
|| 
disebut sebagai hasil kali dalam-𝑝 pada 𝑋, sementara pemetaan ∥
𝑥1,𝑥2, … , 𝑥𝑝 ∥ ∶= ⟨𝑥1,𝑥1|𝑥2,… , 𝑥𝑝⟩
1/2
 pada 𝑋𝑝  disebut sebagai norm-𝑝 yang 
diinduksi oleh ⟨ ⋅ , ⋅ | ⋅ ,… , ⋅ ⟩ pada 𝑋. Nilai ∥ 𝑥1,𝑥2,… , 𝑥𝑝 ∥
2  dalam hal ini 
sama dengan determinan Gram yang terkait dengan vektor-vektor 
𝑥1,𝑥2, … , 𝑥𝑝  [9], yakni ∥ 𝑥1,𝑥2, … , 𝑥𝑝 ∥
2 = det [ 〈𝑥𝑖 ,𝑥𝑗〉]. Secara geometri, 
‖𝑥1, … , 𝑥𝑝‖ menyatakan volume paralelpipedium berdimensi 𝑝 yang 
direntang oleh 𝑥1,… , 𝑥𝑝.  
Beberapa sifat mendasar hasil kali dalam-𝑝 adalah bahwa ia bersifat bilinear 
dan komutatif untuk dua variabel pertama (karena itu dua variabel pertama 
dipisahkan dari variabel lainnya dengan tanda | bukannya dengan tanda 
koma). Selain itu, ⟨𝑥0,𝑥1|𝑥2,… , 𝑥𝑝⟩  =  ⟨𝑥0,𝑥1|𝑥𝑖2,… , 𝑥𝑖𝑝⟩ untuk sembarang 
permutasi {𝑖2,… , 𝑖𝑝} dari {2, … , 𝑝}. Lebih jauh, dengan menggunakan sifat 
determinan Gram, kita mempunyai ‖𝑥1,… , 𝑥𝑝‖ ≥ 0 dan ‖𝑥1,… , 𝑥𝑝‖ = 0 jika 
dan hanya jika 𝑥1,… , 𝑥𝑝  bergantung linear. Seperti halnya untuk hasil kali 
dalam, terdapat ketaksamaan Cauchy-Schwarz untuk hasil kali dalam-𝑝:  
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⟨𝑥0,𝑥1|𝑥2,… , 𝑥𝑝⟩
2
≤∥ 𝑥0, 𝑥2,… , 𝑥𝑝 ∥
2∥ 𝑥1, 𝑥2,… , 𝑥𝑝 ∥
2 
untuk setiap 𝑥0,𝑥1,… , 𝑥𝑝 . Selain itu, berlaku pula ketaksamaan Hadamard:  
∥ 𝑥1,𝑥2, … , 𝑥𝑝 ∥ ≤ ∥ 𝑥1 ∥∥ 𝑥2 ∥ ⋯ ∥ 𝑥𝑝 ∥ 
untuk setiap 𝑥1,𝑥2,… , 𝑥𝑝 . (Secara geometri, ketaksamaan Hadamard 
menyatakan bahwa volume paralelpipedium berdimensi-𝑝 takkan lebih 
besar daripada hasil kali panjang rusuk-rusuknya.)  
Selanjutnya perhatikan bahwa 〈𝑥0, 𝑥1+ 𝑥1
′|𝑥2,… , 𝑥𝑝〉 = 〈𝑥0,𝑥1|𝑥2,… , 𝑥𝑝〉 
untuk sembarang kombinasi linear 𝑥1
′ dari 𝑥2, … , 𝑥𝑝. Jadi, misalnya, untuk 𝑖 =
0 dan 1, kita dapat menuliskan 𝑥𝑖 = 𝑥𝑖
∗ +𝑥𝑖
⊥, dengan 𝑥𝑖
∗ menyatakan vektor 
proyeksi dari 𝑥𝑖 pada span{𝑥2,… , 𝑥𝑝} dan 𝑥𝑖
⊥ adalah vektor komplemen 
ortogonalnya, untuk mendapatkan  
〈𝑥0,𝑥1|𝑥2,… , 𝑥𝑝〉 = 〈𝑥0
⊥,𝑥1
⊥|𝑥2,… , 𝑥𝑝〉 = 〈𝑥0
⊥,𝑥1
⊥〉 ∥ 𝑥2, … , 𝑥𝑝 ∥
2. 
(Di sini, ∥ 𝑥2, … , 𝑥𝑝 ∥ menyatakan volume paralelpipedium berdimensi 𝑝 − 1 
yang direntang oleh 𝑥2, … , 𝑥𝑝.) Fakta inilah yang berada di balik rumus (4.2) 
yang terkait dengan sudut antara dua subruang berdimensi 𝑝 yang beririsan 
pada suatu subruang berdimensi 𝑝− 1.  
Menggunakan hasil kali dalam-𝑟 dan norm-𝑟, kita juga dapat memperoleh 
rumus untuk vektor proyeksi dari sembarang vektor 𝑥 pada subruang yang 
direntang oleh 𝑥1,… , 𝑥𝑟. Persisnya, misalkan 𝑥
∗ = ∑ 𝛼𝑘
𝑟
𝑘=1 𝑥𝑘  adalah vektor 
proyeksi dari 𝑥 pada span{𝑥1,… , 𝑥𝑟}. Dengan menghitung hasil kali dalam 




〈𝑥𝑘 ,𝑥𝑙〉 = 〈𝑥
∗,𝑥𝑙〉 = 〈𝑥, 𝑥𝑙〉,  𝑙 = 1, … , 𝑟. 
Dengan Aturan Cramer, sifat-sifat hasil kali dalam dan determinan, kita 
dapatkan  
𝛼𝑘 =
〈𝑥, 𝑥𝑘|𝑥𝑖2(𝑘) , … , 𝑥𝑖𝑟(𝑘)〉
∥ 𝑥1, 𝑥2… ,𝑥𝑟 ∥
2
 
dengan {𝑖2(𝑘),… , 𝑖𝑟(𝑘)} = {1,2, … , 𝑟} ∖ {𝑘}, 𝑘 = 1,2, … , 𝑟.  
Hasil di atas memungkinkan kita menyatakan rumus sudut antara subruang 
𝑈 yang direntang oleh {𝑢1, … , 𝑢𝑝} dan subruang 𝑉 yang direntang oleh 
{𝑣1 , … , 𝑣𝑞 }, dengan 𝑝 ≤ 𝑞, dalam bentuk yang lebih eksplisit. Persisnya, untuk 
𝑖 = 1, … , 𝑝, vektor proyeksi dari 𝑢𝑖 pada 𝑉 dapat dituliskan sebagai  
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〈𝑢𝑖 ,𝑣𝑘|𝑣𝑖2(𝑘) ,… , 𝑣𝑖𝑞(𝑘)〉
∥ 𝑣1 , 𝑣2 , … , 𝑣𝑞 ∥
2
 
dengan {𝑖2(𝑘),… , 𝑖𝑞(𝑘)} = {1,2, … , 𝑞} ∖ {𝑘}, 𝑘 = 1, 2, … , 𝑞 . Selanjutnya 
perhatikan bahwa  




untuk 𝑖, 𝑗 = 1, … , 𝑝. Karena itu kita peroleh  




























 𝑀:= [〈𝑢𝑖 ,𝑣𝑘〉] and ?̃?:= [〈𝑢𝑖 ,𝑣𝑘|𝑣𝑖2(𝑘) ,… , 𝑣𝑖𝑞(𝑘)〉] (5.1) 
dan 𝑖2(𝑘),… , 𝑖𝑞(𝑘) seperti di atas. (Catat bahwa 𝑀 dan ?̃? merupakan matriks 
berukuran 𝑝×𝑞, sehingga 𝑀?̃?T berukuran 𝑝×𝑝.) Dengan demikian rumus 
(4.3) untuk cosinus sudut antara 𝑈 dan 𝑉 dapat dituliskan sebagai  
 cos2𝜃 =
det (𝑀?̃?𝑇)
det [ 〈𝑢𝑖 ,𝑢𝑗〉] ⋅ det
𝑝[ 〈𝑣𝑘 ,𝑣𝑙〉]
. (5.2) 
Rumus ini merupakan koreksi terhadap rumus (3.1) dari Risteski dan 
Trenčevski, sebagaimana telah dipublikasikan di [12].  
Perhatikan jika {𝑣1 , … , 𝑣𝑞 } ortonormal, maka det [ 〈𝑣𝑘 ,𝑣𝑙〉] = 1 dan ?̃? = 𝑀, 
sehingga rumus (5.2) dapat disederhanakan menjadi  
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 cos2𝜃 =
det (𝑀𝑀𝑇)
det [ 〈𝑢𝑖 ,𝑢𝑗〉]
. (5.3) 
Lebih jauh, jika {𝑢1,… , 𝑢𝑝} juga ortonormal, maka rumus (5.3) menjadi  
cos2𝜃 = det ( 𝑀𝑀T). 
Khususnya, jika 𝑝 = 𝑞, maka det (𝑀𝑀T) = det 𝑀 ⋅ det 𝑀T = det2 𝑀, 
sehingga dari rumus terakhir kita peroleh cos 𝜃 = |det 𝑀 |. (Jadi, dalam 
kasus 𝑝 = 𝑞, kita dapat menghitung sudut antara dua subruang dengan 
terlebih dahulu melakukan proses ortonormalisasi pada kedua himpunan 
vektor terkait, lalu menghitung determinan matriks berisi hasil kali dalam 
vektor-vektor hasil ortonormalisasi.)  
Sebagai konsekuensi dari rumus (5.2), kita peroleh ketaksamaan Cauchy-
Schwarz yang merupakan koreksi dari ketaksamaan (5.3), yaitu: 
Proposisi. Untuk dua himpunan vektor sembarang {𝑢1, … , 𝑢𝑝} dan {𝑣1 ,… , 𝑣𝑞 } 
di 𝑋 dengan 𝑝 ≤ 𝑞, berlaku ketaksamaan  
det ( 𝑀?̃?T) ≤ det [ 〈𝑢𝑖 ,𝑢𝑗〉] ⋅ det
𝑝[〈𝑣𝑘,𝑣𝑙〉], 
dengan 𝑀 dan ?̃? matriks 𝑝×𝑞 pada persamaan (5.1). Lebih jauh, kesamaan 
berlaku jika dan hanya jika subruang yang direntang oleh {𝑢1,… , 𝑢𝑝} termuat 
dalam subruang yang direntang oleh {𝑣1 , … , 𝑣𝑞 }.  
Potensi Aplikasi 
Terkait dengan konsep sudut antara dua subruang (di ruang hasil kali 
dalam), terdapat beberapa potensi aplikasi yang dapat dikemukakan di sini. 
Aplikasi pertama, sebagaimana telah disinggung di bagian depan, adalah 
dalam bidang statistika.  
Lihat kembali Tabel 1 tentang aktivitas anak-anak di keluarga Pak Urip dan 
Pak Vicky. Sekilas tampak bahwa aktivitas anak-anak di kedua keluarga 
tersebut mirip, tetapi pertanyaannya adalah: seberapa mirip? Di sini, kita 
berhadapan dengan dua subruang dari ruang berdimensi 4, yaitu 𝑈 ∶=
span{(4,3,2,1),(3,4,2,1)} dan 𝑉 ∶= span{(4,3,1,2), (2,4,2,2)}. Walau 
sederhana, kita tidak dapat menggambar empat vektor yang bebas linear (di 
ruang berdimensi 4), sehingga kita tidak dapat membayangkan seberapa 
besar sudut antara 𝑈 dan 𝑉; karena itu kita perlu bersandar pada rumus 
sudut antara dua subruang yang telah kita periksa keajekannya. Untuk 
contoh ini kita peroleh nilai cosinus sudut antara 𝑈 dan 𝑉 sama dengan 
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0,853. Dengan demikian, sudut antara 𝑈 dan 𝑉 adalah 31, 5∘, yang relatif kecil 
(lebih lecil daripada 45∘). Dengan sudut sebesar ini, kita dapat mengatakan 
bahwa aktivitas anak-anak di kedua keluarga tersebut mirip.  
Hasil yang berbeda akan kita peroleh bila kita bandingkan aktivitas kedua 
anak di Keluarga Pak Urip dengan aktivitas kedua anak di keluarga Pak 
Wijaya, yang datanya diberikan dalam tabel di bawah ini.  
Tabel 2. Data Aktivitas Anak 
 
 
Nilai cosinus sudut antara subruang 𝑈 ∶= span{(4,3,2,1),(3,4,2,1)} dan 
subruang 𝑊 ∶= span{(1,2,3,4),(2,1,4,3)} sama dengan 0,507. Dengan 
demikian, sudut antara 𝑈 dan 𝑊 adalah 59, 5∘. Dengan sudut yang lebih besar 
daripada 45∘, kita akan mengatakan bahwa aktivitas kedua anak di Keluarga 
Pak Urip berbeda dengan aktivitas kedua anak di Keluarga Pak Wijaya. 
Aplikasi lebih lanjut dalam statistika perlu dijajagi oleh para statistikawan. 
Aplikasi lainnya dari rumus sudut antara dua subruang dapat ditemukan 
dalam bidang matematika lainnya, khususnya dalam bidang teori kontrol 
[13,23]. Aplikasi dalam bidang fisika dapat ditemukan di [2,5], sementara 
aplikasi dalam bidang biokimia dapat ditemukan di [6,7]. Area aplikasi yang 
lebih menjanjikan adalah dalam bidang grafika komputer (yang terkait 
dengan pemrosesan citra), seperti dapat dipelajari di [4,14,15,18,19,22]. 
Selain itu, aplikasi dalam bidang teknik elektro, khususnya vehicular 
technology, dapat ditemukan di [20,21,27]. 
Penutup 
Akhir kata, dalam sepakbola, ada penjaga gawang, pemain belakang, pemain 
tengah, dan pemain depan atau penyerang. Dalam matematika, menemukan 
rumus adalah pekerjaan pemain belakang. Setelah sebuah rumus ditemukan, 
‘bola’ pun bergulir ke lapangan tengah, dan selanjutnya pemain tengah dan 
pemain depan lah yang diharapkan mengutak-atik ‘bola’ tersebut, sebelum 
akhirnya mencetak ‘gol’. Terkait dengan konsep dan rumus sudut antara dua 
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subruang yang dibahas di sini, beberapa peneliti asing telah 
memanfaatkannya untuk berbagai keperluan, sebagaimana dirujuk di atas. 
Ke depan kita berharap para peneliti asal Indonesia yang ‘bermain di 
lapangan tengah dan depan’ dapat pula memanfaatkan hasil-hasil penelitian 
dari para ‘pemain belakang’, yang berkiprah dalam bidang ilmu dasar. 
Sebaliknya, tentunya, para peneliti dalam bidang ilmu dasar juga siap 
mengumpan hasil-hasil penelitian yang ditunggu oleh peneliti dalam bidang 
ilmu terapan, sekiranya memang diperlukan. Dengan bersinergi, niscaya kita 
dapat membuahkan ‘gol’ indah yang kita rindukan. 
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[24] Rakočević, V. & Wimmer, H.K. “A variational characterization of 
canonical angles between subspaces.” Journal of Geometry  (2003), 122–
124.  
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 PADA MODEL PEMBELAJARAN MATEMATIKA BERDASARKAN TEORI 
APOS (MODEL APOS) 
Hanifah 






Artikel ini bertujuan untuk memaparkan tentang Peranan Komputer Pada Model 
Pembelajaran Matematika Berdasarkan Teori APOS (Model APOS), studi kasus pada 
pembelajaran Kalkulus Integral. Model APOS telah dikembangkan menggunakan rancangan 
Plomp yang terdiri dari  tiga tahap yaitu: 1) preliminary research, 2) prototyping phase, dan 
3) assesment phase.    Konstruksi model menggunakan model Joyce dan Weil, yang  terdiri 
dari lima komponen yaitu: Sintak, Sistem Sosial, Prinsip Reaksi, Sistem Pendukung dan 
Dampak. Sintak Model APOS terdiri dari fase: Orientasi, Praktikum, Diskusi Kelompok, 
Diskusi Kelas, Latihan, dan Evaluasi. Untuk mengetahui peranan komputer pada model APOS 
adalah dengan cara menguji kepraktisan dan keefektifan Lembar Kerja Praktikum (LKP) 
pada fase Praktikum dari Sintak Model APOS. Alat yang digunakan untuk mengumpulkan 
data tentang kepraktisan Lembar Kerja Praktikum (LKP) adalah instrumen berupa skala 
likert tentang kepraktisan Lembar Kerja oleh pengguna (mahasiswa, dosen, asisten), Untuk 
mengetahui keefektifan LKP digunakan angket aktivitas, angket motivasi, dan angket respon 
mahasiswa. Dari hasil pengolahan data diperoleh kesimpulan bahwa LKP dinyatakan praktis 
oleh dosen, asisten dan mahasiswa dengan nilai rerata = 81,058 %. LKP dinyatakan efektif 
untuk meningkatkan aktivitas, motivasi, dan mendapat respon positif oleh mahasiswa 
dengan nilai rerata = 82,89 % . 
 
Kata Kunci: Model APOS, Sintak, Lembar Kerja Praktikum, Komputer, praktis dan efektif  
 
PENDAHULUAN 
Berangkat dari masalah-masalah yang ditemui pada pembelajaran 
matematika khususnya Kalkulus, serta pentingnya matematika untuk 
membantu mahasiswa dalam mengembangkan berfikir tingkat tinggi, serta 
pentingnya inovasi dalam pembelajaran matematika yang terpusat pada 
mahasiswa, maka telah dikembangkan suatu Model Pembelajaran Kalkulus 
Berdasarkan Teori APOS. (MPK-APOS), yang valid, praktis dan efektif. 
Hanifah (2015).  Ketika MPK-APOS diterjemahkan ke dalam bahasa Inggris, 
singkatannya menjadi tidak tepat. Ketika MPK-APOS diimplementasikan pada 
matakuliah matematika lainnya, nama MPK-APOS jadi mengganjal karena 
huruf K adalah singkatan dari Kalkulus. Oleh karena istilah MPK-APOS 
memberikan ruang gerak yang sempit, maka judulnya  dikembangkan 
menjadi Model Pembelajaran Matematika Berdasarkan Teori APOS (Model 
APOS). Studi Kasus Pada Kalkulus. Hanifah (2016) 
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APOS merupakan suatu teori pembelajaran yang dikhususkan untuk 
pembelajaran matematika di tingkat perguruan tinggi, yang 
mengintegrasikan penggunaan komputer,  belajar dalam kelompok kecil, dan 
memperhatikan konstruksi-konstruksi mental yang dilakukan oleh 
mahasiswa dalam memahami suatu konsep matematika. Konstruksi-
konstruksi mental tersebut adalah: aksi(action), proses(process), 
objek(object), dan skema(schema) yang disingkat dengan APOS (Dubinsky, 
2001). 
1. Komponen Model  APOS 
Secara umum hasil pengembangan model pembelajaran yang 
mengacu pada pengembangan Model Plomp(2013), dan konstruksi model 
menggunakan konstruksi Model oleh Joyce and Weil (1992), dan setelah 
melalui penyempurnaan/perbaikan dari MPK-APOS diperoleh  Model 
Pembelajaran Matematika  Berdasarkan Teori APOS (Model APOS) dengan 
komponen sebagai berikut (Hanifah, 2015). 
1. Sintak. Terdiri dari fase: Orientasi, Praktikum, Diskusi Kelompok, 
Diskusi Kelas, Latihan, dan Evaluasi.  
2. Sistem Sosial. Berbentuk: Kerjasama, Scaffolding, Interaksi Multi Arah 
3. Prinsip Reaksi. Berbentuk: Pembelajaran Terpusat mahasiswa, 
Pembimbing, Mengutamakan Proses. 
4. Sistem Pendukung: Silabus, SAP, Lembar Kerja (LK), Pengenalan 
Maple/Matlab, Komputer, Program Aplikasi Maple/Mathlab, Alat Tulis  
5. Dampak Instruksional: Daya Serap Lebih Banyak, Tidak Mudah Lupa.   
Dampak Sosial: Aktif Belajar, Respon Positif,  Motivasi Meningkat, 
Percaya diri, dan Peduli. 
 
2. Peranan Komputer 
       Sintak model APOS terdiri dari 6 fase. Pada fase Praktikum aktivitas 
mahasiswa adalah melaksanakan Lembar Kerja Praktikum (LKP) di 
laboratorium Komputer atau di kelas dimana masing-masing kelompok 
mahasiswa membawa Laptop. LKP dirancang terdiri dari perintah-perintah 
dari suatu program aplikasi komputer misalnya Maple untuk Kalkulus, 
Matlab untuk Aljabar Linear, dimana apabila perintah tersebut di eksekusi 
pada komputer akan muncul hasil berupa jawaban dari soal Kalkulus. 
Perintah Maple adakalanya hanya punya jawaban langsung, dan ada yang 
tidak langsung. Ketika tujuan penggunaan perintah Maple hanya untuk 
mencari hasil penghitungan suatu rumus matematika, maka jawaban 
langsung adalah pilihan yang tepat. Apabila Maple digunakan untuk 
ISSN: 2580-1104 
Seminar Nasional Matematika V - 2016 | 15  
menjelaskan langkah / konsep dari suatu pokok bahasan, maka dipilih 
perintah sesuai algoritma yang digunakan.  Dalam hal ini komputer berperan 
sebagai sumber pembelajaran Kalkulus. Artinya komputer berperan 
membantu mahasiswa dalam mengkonstruksi sendiri materi Kalkulus 
(Arnawa, 2009). 
METODE PENELITIAN 
Untuk mengetahui peranan komputer pada model APOS adalah 
dengan cara menguji kepraktisan dan keefektifan Lembar Kerja Praktikum 
(LKP) pada fase Praktikum dari Sintak Model APOS. Alat yang digunakan 
untuk mengumpulkan data tentang Kepraktisan Lembar Kerja Praktikum 
adalah instrumen berupa skala likert yang memuat pertanyaan tentang LKP 
yang terdiri dari: angket kepraktisan Lembar Kerja oleh dosen, asisten, dan 
mahasiswa. Untuk mengetahui keefektifan LKP digunakan angket aktivitas, 
angket motivasi, dan angket respon mahasiswa. Angket Kepraktisan LKP 
disebarkan kepada dosen Kelas A, dan dosen Kelas B, 2 orang asisten dosen, 
Mahasiswa kelas A, dan Mahasiswa kelas B peserta kuliah Kalkulus Jurusan 
Matematika FMIPA UNIB TA 2014. Angket Keefektifan LKP disebarkan 
kepada mahasiswa peserta kuliah Kalkulus Jurusan Pendidikan Matematika 
FKIP UBH TA 2014. Data diolah menggunakan statistik (Riduwan, 2009) 
 
HASIL PENELITIAN DAN PEMBAHASAN 
       Dari hasil pengolahan data diperoleh informasi sebagai berikut:  
1. Nilai rerata kepraktisan LKP oleh dosen adalah 76.14%,  kategori praktis  
2. Nilai rerata kepraktisan LKP oleh asisten adalah 89,55%,  kategori sangat 
praktis 
3. Nilai rerata kepraktisan LKP oleh mahasiswa adalah 77,485 %,   kategori 
praktis 
4. Nilai rerata  respon mahasiswa adalah 77,48 %,   kategori efektif  
5. Nilai rerata  motivasi awal mahasiswa adalah 77,76 %,   kategori efektif  
6. Nilai rerata motivasi akhir mahasiswa adalah  84,32 %,   kategori efektif  
7. Nilai rerata aktivitas mahasiswa adalah 92 %, kategori sangat efektif  
Faktor pendukung yang membuat Lembar Kerja Praktikum (LKP) 
bernilai praktis dan efektif adalah dosen dan mahasiswa sama-sama tidak 
asing dengan Maple. Kemampuan Maple memberikan jawaban yang sangat 
cepat dengan hasil yang akurat, membuat banyak soal yang bisa dijawab 
dalam waktu yang singkat. Bekerja menggunakan komputer dengan 
program aplikasi Maple, membuat mahasiswa aktif belajar. Bekerja dalam 
kelompok kecil yang heterogen, saling berdiskusi membuat belajar jadi 
menyenangkan. Dosen yang masih muda-muda dan belum terbiasa mengajar 
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secara konvensional, mudah untuk diajak melakukan pembaharuan dalam 
pembelajaran, dimana dalam Model APOS dosen bertindak sebagai 
pembimbing yang harus mendatangi masing-masing kelompok bila 
dibutuhkan. Jarak usia dosen dengan mahasiswa relatif kecil membuat 
mahasiswa merasa nyaman berkomunikasi dengan dosennya. 
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